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Pour le courage, pour pas qu’il y ait de faille,

Pour rester grands et fiers quand nous serons

dans la bataille.

Quand mon regard se posa tout autour de mot,
Jétais le seul debout de la tribu; voila pourquoill

0. INTRODUCERE

Aceste comentarii asupra Fazei Judetene a Olimpiadei de Matematica
2015 reflecta, ca de obicei, opinia personald a autorului. Ele sunt adaugate
la o prezentare selectiva a probelor de concurs[]

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, i prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile de natura personala.

1. CLASA A V-A

Subiectul (1). Determinati toate numerele naturale de doud cifre ab, cu
0 <a<b<9, care sunt egale cu suma numerelor naturale cel putin egale
cu a gi cel mult egale cu b.

d(d—1
Solutie. Fie b = a + d. Avem atunci 10a = da + (2)
2a(10—d) = d(d—1). Prin urmare d(d—1) > 2(10—d), adica d(d+1) > 20,
ceea ce forteaza d > 4. Pe de alta parte avem a < 9 — d, de unde obtinem
d(d—1) <2(9—d)(10 — d), adica d(37 — d) < 180, ceea ce forteaza d < 5.
Acum, d = 4 duce la|(a,b) = (1,5) |, iar d = 5 duce la | (a,b) = (2,7) |

, care se scrie

La tribu de Dana — Manau, https://www.youtube.com/watch?v=zoPp69wxLEI
2Lipsesc unele probleme, la care nu am gasit interesul de a fi prezentate. Solutiile
oficiale si baremele de corectare pot fi consultate la http://ssmr.ro/bareme. Rezultatele
finale (dupa contestatii) vor fi afisate pe site-ul Inspectoratului Bucuresti.
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Efortul principal este doar de a reduce la minimum numarul cazurilor de
considerat. Solutia oficiala nu face economie, si se lungeste (in mod usor de
inteles — sunt convins ca nimeni nu a dat in concurs solutia mea cea scurta de
mai sus). De altfel, o analizd complet exhaustiva nu comporta decat 90 de
cazuri, si se poate face — datorita valorilor prea mici implicate in problema.
Un caz tipic unde metode gandite, elaborate pentru a reduce variantele (ca in
solutia de mai sus), nu sunt de fapt descoperite si folosite in concurs, unde
sunt utilizate surogate care prin exact recurgerea la ”casework” dovedesc
inadecvarea problemei pentru concurs. ([l

Subiectul (4).

a) Ardtati cd ultimele trei cifre ale numdarului 10382 sunt egale cu 4.

b) Aratati ca exista o infinitate de patrate perfecte ale caror ultime trei
cifre sunt egale cu 4.

¢) Demonstrati ca nu exista patrate perfecte care sa aibd ultimele patru
cifre egale cu 4.

Solutie.
a) 5i b) Avem 382 = 1444. Atunci, pentru n > 3, avem

(10™ + 38)% = 10%" + 76 - 10™ + 382 = 103(10*" 3 + 76 - 10" 73 + 1) + 444,
deci acest numar se termina cu trei cifre de 4.
c) Daca m? = 10" + 4444, cu n > 4, atunci m este par si
(m/2)? =25-10""2 + 1111 = 10%(25 - 10"~ * + 11) 4 11,

deci acest numar se termina cu doua cifre de 1. Dar m/2 este atunci impar,
un patrat perfect impar este multiplu de 4 plus 1, iar numarul de mai sus
este multiplu de 4 minus 1; contradictie.

Solutia oficiala incearca sa fie mai ”prietenoasa” cu cei mici, dar cred ca

de fapt este mai prolixa. In plus, sufera si de o eroare de notatie, provenita
dintr-o lacuna de rationament. ([l

Rezultatele sunt cele asteptate; problema 1 a primit punctaj maxim la
multi concurenti, in pofida probabil a unor solutii cu multe mici calcule.
Doar problema 4 a produs ceva dificultati.

2. CLASA A VI-A

Subiectul (1). Pe o tabla sunt scrise la inceput numerele 11 gi 13. Un pas
inseamna scrierea pe tabld a unui numar nou, egal cu suma a doud numere
oarecare scrise deja pe tabla. Ardtati ca:

a) indiferent cati pasi s-ar efectua, pe tabld nu se poate scrie numarul 86;
b) este posibil ca, dupa mai multi pasi, pe tabld sd fie scris numarul 2015.

G.M.-B.
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Solutie.

a) Numerele care pot fi scrise pe tabla sunt de forma 11p + 13¢, cu p si ¢
numere naturale nenule. Daca 86 = 11p + 13¢, atunci —2 = 2¢ (mod 11),
deci ¢ =10 (mod 11), dar atunci 13¢ > 13- 10 > 86, absurd.

b) Avand 2015 = 182 - 11 + 13, numarul 2015 se poate obtine incepand cu
11 + 13, si apoi in mod repetat adunand 11 (de inca 181 de ori)ﬁ O

Subiectul (4). Determinati numerele naturale nenule A si B, care au
acelasi numar de cifre, stiind ca

2-A-B=AB,
unde AB este numdrul obtinut prin scrierea cifrelor lui B dupd cifrele lui A.

Solutie. Fie k > 1 numarul (comun) de cifre ale lui A si/sau B. Relatia
dati se scrie 2AB = 10¥A + B, sau inci (24 — 1)(B —5-10*"1) = 5. 10F1.
Deoarece 2A — 1 este impar, rezultsd 24 — 1 | 5% deci 5% = 5¢(24 — 1)
pentru un anume 0 < £ < k. Rezulta atunci B — 5 - 1051 = 2k_15£, deci
B = 2k1(5F 4 5%) = 2F=1(5¢(2A4 — 1) + 5%) = 2F5¢ A,

Dar evident B < 9A (B avand acelasi numar k de cifre ca si A). Rezulta
=0si1<k<3. Cazul k = 1 duce la (A, B) = (3,6). Cazul k = 2 duce la
(A, B) = (13,52). Cazul k = 3 duce la (A, B) = (63,504), care nu convine,
caci A trebuie sa aiba 3 cifre (acest caz putea fi eliminat mai devreme, prin
aplicarea unor inegalitati ca in solutia oficiala, dar nu merita efortul). O

Si aici problema 4 a produs ceva batai de cap. Nu e ugor pentru cei mici
sa se descurce in hatisul de relatii si inegalitati posibile, pentru a comprima
solutia la un numar minim de cazuri.

3. CLAasA A VII-A

Subiectul (1).
a) Aratati cd numdrul a = /9 — V77 -2 - (V11 = /7) - (9 + VT7) este

natural.
b) Se considera numerele reale x is siy astfel incit xy = 6. Daca x > 2
sty > 2, aratat ca x +y < 5.

G.M.-B.

30 variantd a teoremei lui Sylvester (la cazul particular al faimoasei ”coin problem” a
lui Frobenius), spune ca dacd m si n sunt numere naturale nenule coprime, atunci toate
numerele naturale N > mn pot fi reprezentate sub forma N = pm + gn, cu p si ¢ numere
naturale nenule. Numarul mn nu poate fi astfel reprezentat, caci din mn = pm + gn ar
decurge m | ¢ si n | p, deci m < ¢ si n < p, dar atunci pm + gn > 2mn, absurd. Pe de
alta parte, pentru N > mn, consideram numerele N —m > N —2m > --- > N —nm > 0.
Nu putem avea N —im = N — jm (mod n) pentru 1 < i < j < n, cici atunci am avea
n|(N—im)—(N—jm)=(j—i)m,decin|j—i,dar 1 <j—i<mn—1. Prin urmare
existd 1 < p < n astfel incat n | N — pm, deci N — pm = gn pentru un anume ¢ natural
nenul. La noi, 2015 > 11 - 13, deci reprezentarea este posibila.
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Solutie.
77), deci V9 VTT-V/2 =/11— f

\ﬁ)?( +ﬁ) (9—\F)(9+f)—8€N.
)= (z—2)(y—2) > 0. O

a) Se observa ca (
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Subiectul (2).

a) Aratati ca daca exista doua numere naturale p si q astfel incat \/2p — q
st v/2p + q sunt numere naturale, atunci q este par.

b) Determinati cate numerele naturale p au proprietatea ca /2p — 4030
st v/2p + 4030 sunt simultan numere naturale.

Solutie.
a) Trebuie 2p — ¢ = a? si 2p + ¢ = b?, pentru anume numere naturale a si b.
Atunci 2¢ = b*—a? =0 (mod 4) (ciici a si b trebuie si aiba aceeasi paritate).
b) Ca mai sus, 22-5-13-31 =2¢=0>—-a®> = (b—a)(b+a),cub>a >0
avand aceeagi paritate, cu exact 4 solutii, date de b — a € {2, 10,26, 62}.
Nu trebuie precizate Valorlle (a,b) (ca in solutia oficiala), caci se cere doar
2
a’?+b ' 0
4

numarul valorilor lui p =

4. CrLASA A VIII-a

Subiectul (1). Dacd a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi, ardtati
ca are loc inegalitatea:

a n / b n c S
—a-+b+c a—b+ec at+b—c—

Solutie. Conditia ca a, b, ¢ sa fie lungimile laturilor unui triunghi apare a fi

instrumentala in a asigura ca radicalii sunt bine definiti. Este bine-cunoscuta

— b —-b b—
substitutia x = ot +C,y= ¢ +C,Z= ot C,deundea:y—i—z,

b=z+z, ¢c=x+y (motivata din a lua x, Yy, z lungimile tangentelor din
varfurile triunghiului la cercul sau inscris). Expresia se scrie atunci

ZW>ZF>33HW—37

cyc cyc

cu egalitate pentru x = y = 2, adica pentru a = b = ¢, lungimile laturilor
unui triunghi echilateral.

a 3
Solutia oficiala ajunge la inegalitatea Z T > —, care este cunoscuta

2 )
inegalitate Nesbitt (ne-identificata ca atare), pe care o demonstreaza in mod
constiincios prin una dintr-un milion de metode alternative ... O
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Subiectul (2). Pentru orice numar natural a definim mulfimea

A, ={neN|+vn?+an € N}

a) Ardtati ca mulfimea A, este finita daca si numai dacda a # 0.
b) Determinati cel mai mare element al mulfimii Agp.

G.M.-B.

Solutie.
a) Daci vn? +an € N atunci si 1/(2n +a)? — a? = 2v/n2 + an € N. Dar

2
a—1
evident Ay = N, iar pentrua > 0gin > <2> avem

2n+a—1)* < (2n+a)* —d®> < (2n+a)?

—1\?
deci (2n + a)? — a® nu poate fi pitrat perfect, asadar |4,| < <a 5 > +1.

b) Pentru a avea (2n+40—b)? = (2n+40)% — 40% cu b > 0 minim, va trebui
4b(n + 20) = b2 + 402, deci 4 | b, asadar b > 4.
_ 4% + 407
Atunci, cu b =4, avem n = 21 20 = 81. ([l

Subiectul (3). Determinafi numdarul de elemente ale multimii

M = {(m,y) € N* x N*

1 1 1

Vi VY wzom}'

Solutie. Avem 2016 = 122 . 14. Prin ridicarea la patrat a relatiei date se
1 1 1

obtine usor ca trebuie (1/x/14,/y/14) = (a,b) € N* x N* cu — — =T
a

Aceasta relatie se scrie si (12 — a)(b+ 12) = 144, cu exact 7 solutii, date de

12 —a € {1,2,3,4,6,8,9}. Nu trebuie precizate valorile (x,y), cici se cere

doar numarul lor.

Solutia oficiala contine o pletora de erori de calcul si de notatie, din fericire
benigne cat despre validitatea metodei. ([l

5. INCHEIERE

Calitatea generala a acestei etape judetene este medie. S-a redus numarul
de erori flagrante, dar problemele propuse sunt destul de anoste. Nici umbra
de combinatorica — aceasta disciplina care poate aduce sclipirea si interesul
unui concurs printr-un singur enunt, intrigant si care indeamna la nascocire.
Culoarea gri predoming, nicio problema nu este memorabila gi nici nu trimite
mai departe la curiozitatea care genereaza studiul si eruditia.

Ideea de a trece sub tacere numele autorilor se perpetueaza. Motivul
pentru lipsa acestei informatii elementare ma eludeaza — poate o modestie
sfioasa si ruginoasa (glumesc, desigur).
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