ViitoriOlimpici.ro Problema 3

Etapa 2
Clasa a IX-a
Problema 3. Fie z,y,z > 0 cu zyz = 1. Demonstrati ca
T n Y n z < §
254+ x4+4 2P +y+4 254244 07
Cand are loc egalitatea?
KAk

Solutie. Cu inegalitatea mediilor obtinem 2® + 4 > 5z, iar de aici
x x

deducem ca Sy < 5 162 = 16 E suficient sd demonstram ca
1 1 1 3
< = 1
x4+6+y4+6+z4+6 7 (1)
Deconditiondm considerand z* = %, yt=—gizt= E, unde a, b,c > 0,
c a
b c a 3
iar i litat 1) devi < = , echivalent,
iar inegalitatea (1) devine 6 + T + T 6a - sau, echivalen
6b +6c+6a <18Ob 5 . 6b 1 —-a ., .
< —=. servam ca — 1= —— ¢i Inca
at6b  bt6c ct6a S 7 a+ 6b at6h”

doua identitati omoloage, prin urmare mai trebuie sa demonstram ca

a b c 3
>

a—|—6b+b+60+c—|—6a e

Folosind inegalitatea lui Bergstrom avem succesiv:

a . b . c a? N b2 . 2
a+6b b+6c c+6a a2+6ab  b2+6bc 2+ 6ca
(a+b+c)? 3

> >
T a2+ b2+ c2+6(ab+bc+ca) " T

ultima inegalitate fiind echivalenta cu a? + b? + ¢ > ab + be + ca.
Egalitatea are loc daca gi numai daca z =y = 1.



