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Problema 3. Se considera numerele complexe x,y, z.
2
a) Demonstrati ca |z| + |y| + |z| < [z +y+ 2|+ g(]x —yl+y— 2|+ |z —z]).

b) Determinati tripletele de numere complexe (z,y, z) cu proprietatea ca:
. 2
2] =lyl = lz| st |2l +lyl+]2] = o +y+z|+ 3 (lz —yl+ |y — 2+ [z —z]).
* % %

Solutie. a) [z +y+ 2|+ |z —y|+ |z — x| = 220+ 2| + |z — 2| > [3x],
asadar avem:
|z +y+ 2|+ |z —y|+ |z —z| > 3|z (1)

Analog obtinem inegalitatile:
[z +y+z[+ly— 2+l —yl =3y, (2)

[z +y+ 2+ 2 —al+y - 2] = 3|2]. 3)

Adunéand inegalitatile (1), (2) si (3), rezulta concluzia.

b) Daca cel putin doua dintre numerele x,y, z sunt distincte, rezulta
cd x| = |y| = |2| #0.

Egalitatea are loc in inegalitatea de la a) daca si numai daca inegalita-
tile (1), (2) si (3) devin egalitati.

Egalitatea are loc in (1) daca si numai daca exista a,b € [0, 00), astfel
mcdt z+y+z=alzr—y) (4) si 2x+z=bx—2). (5

Din (5) obtinem (1 +b)z = (b — 2)z. Trecdnd la module, deducem ca
1+b=|b—2|,decib+1=2—b, agadar b = 7 Din (5) rezulta ca z = —uz.

Inlocuind in (4), deducem c& (a + 1)y = ax si trecind la module, obtinem
a4+ 1 = a, fals. Agadar x = y = z, pentru care egalitatea din enunt este
adevarata. Solutia este: S = {(z,z,z) | z € C}.



