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Clasa a IX-a

Problema 2. Consideram toate punctele planului colorate cu albastru.
Daca n € N,n > 3, coloram cu rogu exact n puncte din plan astfel incat
oricare trei sa fie necoliniare.

a) Demonstrati ca se poate construi un cerc care sa treaca prin cel
putin trei puncte rosii si sa nu contina niciun alt punct rosu in interior.

b) Aratati cd exista un cerc care si treacd prin cel putin trei puncte
rosii si sa contina in interiorul sau toate celelalte puncte rosii.
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Solutie. a) Exista doud puncte rosii printre cele n astfel incat toate
celelalte puncte rosii sa se afle situate de o singura parte a dreptei determinate
de ele. Aceste puncte se pot obtine in felul urmator: multimea punctelor rosii
fiind finita, existd o dreapta astfel incit toate punctele rosii sa fie situate
intr-un singur semiplan determinat de ea. Translatam aceasta dreapta pana
intalneste primul punct rosu si o rotim in jurul acestui punct pana trece prin
alt punct rosu. Aceste puncte sunt c/elgzéutate, sd le notam A si B.

Considerand toate unghiurile AX B, unde X apartine multimii de puncte
rogii, alegem punctul rogu C astfel incit AC'B sa fie maxim.

Vom arata ca cercul care trece prin purﬁte\le A, ﬁi C este cel cautat.
Intr-adevar, fie D un alt punct rosu. Atunci ADB < ACB < 180° (deoarece
A, B, C sunt necoliniare). Daca D s-ar afla in interiorul cercului, méasura
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unghiului ADB ar fi i(AB + X Y), unde X si Y sunt celelalte puncte de

intersectie ale cercului cu dreptele AD, respectiv BD, deci strict mai mare
decat unghiul maxim ACB. Rezulta ca D se afla in exteriorul cercului. Cum
punctul D era arbitrar, punctul a) este rezolvat.

b) Procedam similar cu punctul a), doar ca alegem punctul C astfel
incat unghiul ACB sa fie minim.



