
Soluţia problemei 2, Clasa a X-a
Etapa 7, Ediţia a XV-a

Problema 2. Fie numerele complexe nenule a, b, c, d, astfel încât

a · |bcd| + b · |cda| + c · |dab| + d · |abc| = 0.

Dacă |(a − b)(c − d)| ⩽ 3
√

|abcd|, demonstraţi că |(a − d)(b − c)| ⩾
√

|abcd|.
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Soluţie. Fie a

|a|
= x,

b

|b|
= y,

c

|c|
= z,

d

|d|
= v şi punctele X(x),

Y (y), Z(z), V (v), O(0) în planul complex. Avem |x| = |y| = |z| = |v| = 1 şi
împărţind egalitatea din enunţ la |abcd| ≠ 0, aceasta devine x+y +z +v = 0.
Fie S(x + v) şi T (y + z). Avem zT + zS = 0, deci O este mijlocul lui (TS).
Rezultă că XOV S şi Y OZT sunt romburi congruente (eventual degenerate),
aşadar X̂OS = V̂ OS = ẐOT = Ŷ OT . (1)
Cazul I. Dacă ordinea punctelor, în sens trigonometric, sau invers trigono-
metric, este V, X, Y, Z, din (1) deducem că O ∈ (XZ) şi O ∈ (Y V ).
Presupunem că µ(ÂOB) >

2π

3 . În acest caz, cos(ÂOB) < −1
2 şi rezultă:

|a−b|2 = AB2 = |a|2 + |b|2 −2|a| · |b| ·cos(ÂOB) > |a|2 + |b|2 + |a| · |b| ⩾ 3|ab|.

Deoarece ÂOB = ĈOD, deducem analog că |c − d|2 > 3|cd|, aşadar avem
|(a − b)(c − d)| > 3

√
|abcd|, fals. În consecinţă, µ(ÂOB) = µ(ĈOD) ⩽

2π

3 , deci µ(ÂOD) = µ(B̂OC) ⩾
π

3 , aşadar cos(ÂOD) = cos(B̂OC) ⩽
1
2 .

Obţinem:

AD2 = |a−d|2 = AB2 = |a|2+|d|2−2|ad|·cos(ÂOD) ⩾ |a|2+|d|2−|ad| ⩾ |ad|,

şi analog BC = |b − c|2 ⩾ |bc|, deci |(a − d)(b − c)| ⩾
√

|abcd|.
Egalitatea are loc dacă şi numai dacă µ(ÂOB) = µ(ĈOD) = 2π

3 şi
|a| = |b| = |c| = |d|.
Cazul II. Dacă ordinea punctelor, în sens trigonometric, sau invers trigo-
nometric, este V, X, Z, Y, deducem analog că O ∈ (XY ) şi O ∈ (ZV ), deci
µ(ÂOB) = µ(ĈOD) = π, de unde rezultă |(a − b)(c − d)| ⩾ 4

√
|abcd|, fals.

1


