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Problema 1. 100 de pietricele se impart in k gramezi nevide. Spunem despre o impartire ca
este bunda daca:

e oricare doud gramezi au numadr diferit de pietricele si

e oricum am imparti o gramada in doua gramezi nevide mai mici, printre cele Kk + 1 gramezi
formate vor exista doud care au acelasi numar de pietricele.

Determinati cea mai mica si cea mai mare valoare posibila a lui k.
(Revista Komal, 2024)

Solutie. Raspuns: valoarea minima este 10, valoarea maxima este 13. Vom demonstra mai
intdi ci nu putem avea o impartire buni in mai mult de 13 gramezi. Intr-adevir, daca k > 14,
gramezile au 1n total cel putin 1 + 2 + ... + 14 > 100 de pietricele, contradictie. Pentru k = 13
avem urmdtoarea impdrtire buna: {1, 2, 3, . . ., 11, 12, 22}. Este evident cd oricum am
imparti o gramada In doud mai mici, doud din cele 14 gramezi obtinute vor fi egale. Asadar,
numarul maxim de gramezi posibile este 13. In continuare vom arita ci numarul minim de
gramezi este 10. Pentru k = 10 avem urmatoare Tmpartire buna: {1, 3, 5, . .., 19}: Intr-
adevar, oricum am Tmparti o grdmadd in doud gradmezi mai mici, una din gramajoarele
formate are numar impar de pietricele, ori o gramada la fel de numeroasa existd deja. Aratam
ca nu existd Impartire bund in k < 10 gramezi. Presupunem contrariul. Daca nu avem
gramada de 1, atunci n = (n—1)+1 arata ca existenta unei gramezi de n pietre implica existenta
unei gramezi de n—1 pietre. Continuand argumentul, ajungem la contradictie (dacd avem

gramadd cu n pietre avem gramezi cu n — I, n — 2, . . ., 2, | pietre, contradictie cu
presupunerea cum cd n-am avea gramada cu o piatrd). Dacd gramada cea mai mare are 2m +
1 pietre,cum2m+1=1+(2m) =2+ (2m —1)=.. ., trebuie sd avem: fie gramada de 1, fie

gramada de 2m, trebuie sd avem fie gramada de 2, fie gramada de 2m — 1, etc, deci trebuie sa
avem cel putin m gramezi. Dacd gramada cea mai mare are 2m pietre, la fel, trebuie sa avem
cel putin m grdmezi. (*) Dacd k < 8, atunci cea mai mare gramada poate avea maxim 16
pietre, dar 1 + 16 + 15+ 14 + ... + 10 = 92 < 100, contradictie. Dacad k = 9, graimada cea mai
mare are cel mult 18 pietre. Ne uitdm la cea mai mica gramada dintre cele care au mai mult
de 10 pietre. Conform (*), avem cel putin 5 gramezi care au cel mult 10 pietre fiecare. De
asemenea, a doua cea mai mica gramada are cel mult 4 pietre, deci numarul de pietre este cel
multl1+4+8+9+10+18+ 17+ 16+ 15 =98 < 100.
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