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3. Fie n un numar natural mai mare decat 2, K un numar real strict pozitiv si M =
{1,2,...,n }. Asociem fiecdrei submultimi nevide a lui M céte un punct
distinct din plan iar pentru orice doua submultimi distincte, dacd mediile
aritmetice ale elementelor sale difera cu cel mult k, unim punctele asociate
acestora printr-un segment.

Determinati valoarea minima a lui k astfel incat punctele asociate oricaror doud
submultimi nevide diferite ale multimii M sunt unite printr-un segment sau o
linie franta.

Cristi Savescu, Cluj Napoca

Solutie.

Notam cu mp media elementelor multimii A. Observam ca pentru orice
submultime nevida A < M, diferita de { 1}, fieavemmp>2, daca A < {2 ,3, ...

. 1+ |B|- . ~
,N} fiemy= %, daca A ={1}uB,cuB={2,3,..,n} cazincare my
— 1+ |B|-mp > 1+ |B|-2 > 3.

1+ |B| — 1+|B] T 2

Intrucdt multimea { 1 '} trebuie sd fie conectatd cu cel putin o submultime A
diferita de { 1 }, deducem ca are loc k >1/2.

Pentru a arata ca numarul % este minimul cautat, observam ca.

1) Avem 1 < mp < n, pentru orice submultime nevida A < M (1).
2) Orice doud submultimi de cate un element sunt conectate printr-un sir de
submultimi (2).

Intr-adevar, pentru k < p, consideram sirul de submultimi:

{kh{kk+1}{k+1}{k+1,k+2}, ..{p-L,p}{p}

Diferenta dintre mediile elementelor oricaror doua submultimi din acest sir este
Y. Atunci plecdand de la orice submultimi nevide A si B, care au mediile
elementelor my, Mg, consideram na, Ng cei mai apropiati intregi de mp, respectiv
mg. Atunci conform observatiei (1) avem ca np, Ng € [1,n] si consideram sirul
de submultimi A, Spans, B, unde Spang noteaza sirul descris la observatia (2)
pentru submultimile { np} si { ng }.

Asadar valoarea minima a lui k este /.
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