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Problema 3, Clasa a X-a
Etapa 3, Ediția a XIII-a

Problema 3

Fie a, b ∈ C şi funcţia f : C → C, f(z) = az + bz. Arătaţi că funcţia

f este bijectivă dacă şi numai dacă |a| �= |b|.
***

Soluţie. Vom folosi următorul rezultat cunoscut:

Lemă. Se consideră α, β, γ, α′, β′, γ ′ ∈ R şi sistemul de ecuaţii

(S)

{
αx + β y = γ

α′x+ β′y = γ ′ .

Sistemul (S) are soluţie unică (x, y) ∈ R × R dacă şi numai dacă

αβ′ − α′β �= 0.

Revenind la problemă, observăm că funcţia f este bijectivă dacă şi

numai dacă pentru orice w ∈ C, ecuaţia f(z) = w are soluţie unică z ∈ C.
În cele ce urmează, pentru un număr complex z, vom nota Re (z) = z1

şi Im (z) = z2, adică z = z1 + z2 i, cu z1, z2 ∈ R. Cu această convenţie,

pentru orice w ∈ C, ecuaţia f(z) = w, adică az + bz = w, devine

(a1 + a2 i)(z1 + z2 i) + (b1 + b2 i)(z1 − z2 i) = w1 + w2 i,

ceea ce este echivalent cu sistemul

(S ′)

{
(a1 + b1)z1 − (a2 − b2)z2 = w1

(a2 + b2)z1 + (a1 − b1)z2 = w2

.

Conform lemei, (S ′) are soluţie unică (z1, z2) ∈ R× R dacă şi numai

dacă (a1+ b1)(a1− b1)+(a2+ b2)(a2− b2) �= 0, adică a21− b21+a22− b22 �= 0,

ceea ce este echivalent cu |a| �= |b|.

1

Concursul Gazeta Matematică și ViitoriOlimpici.ro

Concursul Gazeta Matematică și ViitoriOlimpici.ro

 

Problema 4

Fie f : R → R o funcţie mărginită cu proprietatea că există a ∈ R∗

astfel ı̂ncât f(x+a)+f(x−a) = 2f(x), pentru orice x ∈ R. Demonstraţi

că funcţia f este periodică.

***

Soluţie. Cum f este mărginită, deducem că există M > 0 astfel ı̂ncât

|f(x)| � M, pentru orice x ∈ R.
Dacă notăm ∆(x) = f(x + a) − f(x), egalitatea din enunţ se scrie

∆(x) = ∆(x − a), pentru orice x ∈ R. Înlocuind x cu x + a, obţinem

∆(x + a) = ∆(x), iar apoi demonstrăm inductiv că ∆(x + ka) = ∆(x),

pentru orice x ∈ R şi orice k ∈ N∗. Rezultă:

f(x+ ka)− f(x+ (k − 1)a) = ∆(x+ (k − 1)a) = ∆(x). (1)

Pentru orice x ∈ R şi pentru orice n ∈ N∗, adunăm membru cu

membru egalităţile obţinute din (1) pentru k = 1, 2, . . . , n şi obţinem

f(x+ na)− f(x) = n ·∆(x).

Rezultă că n · |∆(x)| = |f(x+ na)− f(x)| � 2M, pentru orice număr

natural nenul n. Deoarece mulţimea numerelor naturale nu este mărginită

superior, rezultă ∆(x) = 0, adică f(x+ a) = f(x), pentru orice x ∈ R.
Aa̧dar, funcţia f este periodică cu perioada a.
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