Problema 3, Clasa a X-a
Etapa 3, Editia a Xlll-a
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C SOLUTIE )

Problema 3

Fie a,b € C ¢ functia f : C — C, f(z) = az + bz. Aratati ca functia

f este bijectiva daca si numai daca |a| # [b|.
ok

Solutie. Vom folosi urmatorul rezultat cunoscut:

Lema. Se considera «, 3,7, a’, 5',7" € R i sistemul de ecuatii

(5) ar +Py=ry
oz +fly=7""

Sistemul (S) are solutie unica (z,y) € R x R daca si numai daca
af’ — o' #0.

Revenind la problema, observam ca functia f este bijectiva daca si
numai daca pentru orice w € C, ecuatia f(z) = w are solutie unica z € C.

In cele ce urmeazd, pentru un numir complex z, vom nota Re (2) ==
si Im (2) = 29, adica z = z; + 221, cu 21, 23 € R. Cu aceasta conventie,

pentru orice w € C, ecuatia f(z) = w, adica az + bZ = w, devine
(al + a9 1)(2’1 + Z9 1) + (bl + bg 1)(21 — 29 1) = W1 + Wao i,

ceea ce este echivalent cu sistemul
(S/) (al + bl)Zl - <a2 - bQ)ZQ = W1 .
((ZQ + bg)zl + ((11 — b]_)ZQ = W2

Conform lemei, (S’) are solutie unica (z1, 22) € R x R daca si numai
daca (a; +by)(a; —by) + (ag+b2)(ag —by) # 0, adicd a? — b3 +a3 — b3 # 0,

ceea ce este echivalent cu |a| # |b|.
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