
Soluţia problemei 1, Clasa a X-a
Etapa 6, Ediţia a XV-a

Problema 1. Determinaţi termenul general al şirului de numere reale(
an

)
n⩾1, ştiind că a1 = 3 şi, pentru orice număr natural nenul n, are loc

egalitatea: a1 · C1
n + a2 · C2

n + . . . + an · Cn
n = 2n

n + 1 ·
(
a1 + a2 + . . . + an

)
.
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Soluţie. Pentru n = 2, relaţia din enunţ devine:

a1 · C1
2 + a2 · C2

2 = 4
3 ·

(
a1 + a2

)
⇔ a2 = 2a1 = 6.

Pentru n = 3, obţinem a1 · C1
3 + a2 · C2

3 + a3 · C3
3 = 8

4 ·
(
a1 + a2 + a3

)
.

Deoarece a2 = 2a1, rezultă 3a1 + 6a1 + a3 = 6a1 + 2a3, deci a3 = 3a1 = 9.
Demonstrăm prin inducţie că pentru orice n ∈ N∗, an = 3n.

Evident, a1 = 3 · 1. Fie m ∈ N∗. Presupunem că pentru orice k = 1, m,
avem ak = 3k şi demonstrăm că am+1 = 3(m + 1).

Deoarece a1 · C1
m+1 + a2 · C2

m+1 + . . . + am · Cm
m+1 + am+1 · Cm+1

m+1 =
2m+1

m + 2 ·
(
a1 + a2 + . . . + am + am+1

)
, folosind ipoteza de inducţie, deducem:

3
(
C1

m+1 + 2C2
m+1 + . . . + nCm

m+1
)

+ am+1 = 2m+1

m + 2 ·
(3m(m + 1)

2 + am+1

)
.

Deoarece
m∑

i=1
i · Ci

m+1 = (m + 1)
m∑

i=1
·Ci−1

m = (m + 1)
(
2m − 1

)
, obţinem:

3(m + 1)
(
2m − 1

)
+ am+1 = 3 · 2m · m(m + 1)

m + 2 + 2m+1

m + 2 · am+1,

de unde rezultă imediat că am+1 = 3(m + 1), aşadar conform principiului al
doilea de inducţie,deducem că an = 3n, pentru orice n ∈ N∗.
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