C\ Problema 4
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4. Fie n un numir natural mai mare decat 1. Intr-un tablou n x n se scriu n’
numere naturale cu suma n?. Arétati ca existd doud randuri si doud coloane ce
determind un patrat in varfurile caruia sunt scrise patru numere cu suma cel
putin egala cu 4.

(Adaptare Cristi Savescu, Cluj Napoca)

Solutie.
Presupunem prin reducere la absurd cd nu exista un astfel de subtablou. Atunci
orice numar este cel mult egal cu 3 si orice doud numere situate in celule
alaturate au suma cel mult 3.
Daca n este par, adicd n = 2k, k numar natural nenul, atunci Tmpartim tabloul in
k* subtablouri 2 x 2. Daci toate acestea ar avea suma elementelor cel mult 3
suma totala ar fi cel mult 3k® < 4k®, contradictie.
Daca n este impar, pentru n = 3, fie (a, b, ¢), (d, e, f), (g, h, i), randurile
tabloului. Atunci se aduni inegalititile de tipul a + b + d + e < 3 pentru cele 1%+
2% = 5 patrate si sumand se obtine:
2(@tb+c+d+e+f+g+h+i)+2e<15,

adica 2e < -3, absurd.
Daca n = 2k + 1, cu k numar natural > 2, izolam prima linie si prima coloana ale
tabloului si subtabloul 2k X 2k ramas il impartim in k* subtablouri 2 x 2.
Toate acestea au suma elementelor cel mult 3, si atunci suma totala a
elementelor subtabloului 2k x 2k va fi cel mult 3k”.
Atunci:

a1+ apt ... + Apr t D1+ byt L Dy > (2k + 1)2- 3P = K2+ 4k + 1,
unde aj, @, ... , A+, sunt elementele primei linii si by, by, ... , Dokt SuUNt
elementele primei coloane, cu a; = by.
Avem Insa agy + 8zp+1 < 3 §1 byp + bope1 < 3, pentruorice p =1, 2, ..., Kk, deci
2a;+ 6K >a;+ @+ ... + Ayer+ byt bt o+ bor > (2k +1)%-3k2= K2 + 4k + 1.
Atunci 2a; > (k —1)*> 1, deci a; > 1. Analog se demonstreazi ci toate cele
patru colturi ale tabloului mare au numere nenule, deci suma este minim 4,
contradictie cu presupunerea facuta.
Asadar problema este rezolvata.
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