
Soluţia problemei 3, Clasa a X-a
Etapa 6, Ediţia a XV-a

Problema 3. Fie n ∈ N∗ şi numerele reale distincte a1, a2, . . . , a2n.
Determinaţi numărul funcţiilor f : {a1, a2, . . . , a2n} → {0, 1} care verifică

inegalitatea:
n∑

k=1
f

(
ak

)
⩽

2n∑
k=n+1

f
(
ak

)
.
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Soluţie. Notăm Ln =
n∑

k=1
f

(
ak

)
şi Rn =

2n∑
k=n+1

f
(
ak

)
.

Există o singură posibilitate ca Ln = n = Rn, şi anume atunci când
f

(
a1

)
= f

(
a2

)
= . . . = f

(
a2n

)
= 1. Scriem: 1 =

(
C0

n

)2
.

Există C1
n funcţii cu Ln = n − 1. În acest caz, Rn ⩾ n − 1. Deoarece există

C1
n funcţii cu Rn = n − 1 şi o singură funcţie cu Rn = n, deducem că există

C1
n

(
1 + C1

n

)
funcţii cu Ln = n − 1 ⩽ Rn.

Avem C2
n funcţii cu Ln = n − 2. În acest caz, Rn ⩾ n − 2. Deoarece există

C2
n funcţii cu Rn = n − 2, C1

n funcţii cu Rn = n − 1 şi o singură funcţie cu
Rn = n, rezultă că există C1

n

(
1 + C1

n + C2
n

)
funcţii cu Ln = n − 2 ⩽ Rn.

Continuând raţionamentul, deducem că pentru orice k = 0, n, există
Ck

n

(
1 + C1

n + . . . + Ck
n

)
funcţii cu cu Ln = n − k ⩽ Rn.

Numărul tuturor funcţiilor cu proprietatea din enunţ este:

xn =
n∑

k=0
Ck

n

(
C0

n + C1
n + . . . + Ck

n

)
. (1)

Desfăcând suma din (1) şi grupând din nou termenii acesteia, obţinem:

xn =
n∑

k=0
Ck

n

(
C0

n + C1
n + . . . + Cn−k

n

)
=

n∑
k=0

Ck
n

(
Cn

n + Cn−1
n + . . . + Ck

n

)
(2)

Adunând (1) şi (2), obţinem:

2xn =
n∑

k=0
Ck

n

((
C0

n + C1
n + . . . + Cn

n

)
+ Ck

n

)
=

n∑
k=0

Ck
n

(
2n + Ck

n

)
.

Aşadar 2xn = 2n
n∑

k=0
Ck

n +
n∑

k=0

(
Ck

n

)2
= 22n + Cn

2n = 22n + 2Cn−1
2n−1.

În consecinţă, xn = 22n−1 + Cn−1
2n−1.

1


