Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro

ViitoriOlim P iCi.ro Editia a IV-a 2012-2013

C

Etapa 4, Problema 2
Rezolvati in R ecuatia ‘
251nt + 2cost = 3.

Laurentiv Panaitopol

Solutie.

Functia f : R— R, f (t) = 251"t 4+ 2°05¢ egte periodics, cu perioada principala
T = 27. Vom arita ci singurele solutii ale ecuatiei din intervalul [0,27) sunt
t =0git =7, deci multimea solutiilor ecuatiei va fi

(2kn|k € Z} U {g + 2%k € Z} .

Fiecare dintre numerele 25 si 2°°5¢ este cel mult egal cu 2 si, cum suma lor
este 3, ambele vor fi cel putin egale cu 1; rezulta ci sint si cost sunt nenegative,
prin urmare ¢ € [0, 5]. Evident ca t = 0 si t = 7 verificd ecuatia, deci este
destul sa mai demonstram cad nu exista alte solutii ¢ € (O, g)

Existd un unic z € (0,1) pentru care sint = z,cost = v/1 — 22. Cum ecuatia
2sint 4 908t — 3 este invariantd la trasformarea t — % — ¢, putem considera ci
t e (0, %), prin urmare ar ramane si dovedim c# ecuatia 2% + 2V1~** = 3 nu

are solutii in intervalul (0, g]

Vom demonstra c 2% + 2V1%" > 3,z € (0, %2]. Intrucat
2. (2$ 4 2\/1—r2> — gotl 4 gVi-a? | ovi-a? 5 3\3/2x+1+2m,

ar fi destul sd ardtim ca 2°F1F2V1=2" 5 8 Aceastd inegalitate se poate scrie
sub forma 2v/1 — 22 > 2 — z. Pe intervalul (0, g] ambii membri sunt pozitivi;

ridicim la patrat si vom avea de demonstrat cd 522 — 4z < 0,Vz € (0, g], ceea
ce este, evident, adevarat.

Solutie alternativa.
Putem demonstra cd ecuagia 25"f + 2°°5% = 3 nu are solutii t € (0,%) si
folosind inegalitatea

2% > 22 +1,Yx € (0,1). (%)

Intr-adevar, rezultd imediat ca 25425 > (sin®t + 1)+ (cos?t + 1) = 3,Vt €
(0.3).

Aceasta solutie este, evident, cea naturald, insd ea prezintd dezavantajul ca
inegalitatea (*) nu este la indeména unui elev de clasa a X-a (demonstratia
necesitd studiul variatiei unei functii cu ajutorul derivatei sale).
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