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Etapa 4, Problema 2

Rezolvaµi în R ecuaµia
2sin t + 2cos t = 3.

Laurenµiu Panaitopol

Soluµie.

Funcµia f : R→ R, f (t) = 2sin t+2cos t este periodic , cu perioada principal 
T = 2π. Vom ar ta c  singurele soluµii ale ecuaµiei din intervalul [0, 2π) sunt
t = 0 ³i t = π

2 , deci mulµimea soluµiilor ecuaµiei va �

{2kπ|k ∈ Z} ∪
{π

2
+ 2kπ|k ∈ Z

}
.

Fiecare dintre numerele 2sin t ³i 2cos t este cel mult egal cu 2 ³i, cum suma lor
este 3, ambele vor � cel puµin egale cu 1; rezult  c  sint ³i cost sunt nenegative,
prin urmare t ∈ [0, π2 ]. Evident c  t = 0 ³i t = π

2 veri�c  ecuaµia, deci este
destul s  mai demonstr m c  nu exist  alte soluµii t ∈

(
0, π2

)
.

Exist  un unic x ∈ (0, 1) pentru care sin t = x, cos t =
√

1− x2. Cum ecuaµia
2sin t + 2cos t = 3 este invariant  la trasformarea t→ π

2 − t, putem considera c 

t ∈
(
0, π4

)
, prin urmare ar r mâne s  dovedim c  ecuaµia 2x + 2

√
1−x2 = 3 nu

are soluµii în intervalul (0,
√

2
2 ].

Vom demonstra c  2x + 2
√

1−x2
> 3,∀x ∈ (0,

√
2

2 ]. Întrucât

2 ·
(
2x + 2

√
1−x2

)
= 2x+1 + 2

√
1−x2

+ 2
√

1−x2 ≥ 3
3
√

2x+1+2
√

1−x2 ,

ar � destul s  ar t m c  2x+1+2
√

1−x2
> 8. Aceast  inegalitate se poate scrie

sub forma 2
√

1− x2 > 2− x. Pe intervalul (0,
√

2
2 ] ambii membri sunt pozitivi;

ridic m la p trat ³i vom avea de demonstrat c  5x2− 4x < 0,∀x ∈ (0,
√

2
2 ], ceea

ce este, evident, adev rat.

Soluµie alternativ .

Putem demonstra c  ecuaµia 2sin t + 2cos t = 3 nu are soluµii t ∈
(
0, π2

)
³i

folosind inegalitatea

2x > x2 + 1,∀x ∈ (0, 1) . (∗)

Într-adev r, rezult  imediat c  2sin t+2cos t >
(
sin2 t+ 1

)
+
(
cos2 t+ 1

)
= 3,∀t ∈(

0, π2
)
.

Aceast  soluµie este, evident, cea natural , îns  ea prezint  dezavantajul c 
inegalitatea (*) nu este la indemâna unui elev de clasa a X-a (demonstraµia
necesit  studiul variaµiei unei funcµii cu ajutorul derivatei sale).

1


