Problema 4

Etapa 2

ViitoriOIimpici.ro Clasaa VIl -a

4. Consideram cubul ABCDA’B’C’D’ si punctele: My € (A’ D), N¢ € (C C?),
Pk € (AB) incét are loc:

AM, CN, _ BP _k
M,D> N,C PA

unde K este un numar real strict pozitiv.

Demonstrati ca planele ( MNPy ) au aceeasi directie pentru orice k numar real
strict pozitiv.

Petru Braica, Satu Mare

Solutie. Vom urma trei pasi pentru a rezolva cerinta problemei.

Pasul 1. Demonstram ca triunghiul MNPy este echilateral pentru orice numar
real strict pozitiv k;

Pasul 2. Demonstram ca tetraecdrele DM NPy si B’M NPy sunt piramide
regulate de baze AM NPy ;

Pasul 3. Are loc afirmatia: planele (M¢NgPy) au aceeasi directie pentru orice k
numar real strict pozitiv.
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Pasul 1. Avem ca C’Ny= A’M, = BPy, prin urmare are loc:
AN C’My = AMA’P = AP.BN (C&ZU' CC),
deoarece congruentele:

C’Mk = A’Pk = NkB,

rezulta din congruenta triunghiurilor:
AC’D’My = AA’ APy = ABCN,
de unde are loc cerinta pasului 1.
Pasul 2. Au loc congruentele:
A B’BPy = AB’A’My= AB’C’Ny (cazul C.C.),
de unde rezulta:
BPy= BMy= BNy,
deci piramida B’MgNyPy , de varf B’ si baza triunghiul MNPy , este regulata.

In mod aseminitor se demonstreazi ci si piramida DM NPy este regulata,
comform definitiei, are baza triunghi echilateral iar muchiile laterale sunt
congruente.
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Pasul 3. Daca vom considera centrul cercului circumscris triunghiului
AMNPy, notat cu S, in baza punctului precedent avem ca dreptele BS si DS
vor fi perpendiculare pe planul bazei comune celor doud piramide. Intrucat
perpendiculara ntr-un punct S pe un plan (MNPy), este unica deducem ca
punctele B’, S, D sunt coliniare si B’D este perpendiculara pe planul
triunghiului echilateral AMNPx. Am ales un numar k arbitrar asadar planele
(MgNgPy) vor fi perpendiculare pe dreapta fixa B’D, de unde concluzionam ca
aceste plane au aceeasi directie, mereu perpendiculara pe diagonala cubului.

Cu aceasta problema este rezolvata.
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