Problema 4, Clasa a IX-a
Etapa 5, Editia a Xlll-a
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( SOLUTIE )

Enunt: Fie f: R — R o functie cu proprietatea ]f (x) — f(y)] < |z —y|, pentru orice z,y € R.
Daca, pentru orice x € R, sirul z, f (z), f (f (), f(f(f(x))),... este progresie aritmetica atunci
exista a € R astfel incdt f( ) =z + a, pentru orice x € R.

Proof. Presupunem ca existd numerele reale distincte z,y pentru care f(z) —x > f(y) — y.
Daca notdm p = f (z) — 2 atunci obtinem f (f (x)) — f(x) = p, de unde f (z+p) = = + 2p si,
inductiv, f (x +np) = x + (n+ 1) p pentru orice n € N. Analog, notatia f (y) —y = ¢ conduce la

fly+ng) =y+(n+1)q
Dar din ipotezd avem si | f (z + np) — f (y + ng)| < |z + np — y — ng| adica

(r—y)+n+1) - <|(x—y)+np-aql,

pentru orice n € N.Pentru n suficient de mare obtinem

(@-—y)+n+p-a<(@-y) +np—q
ceea ce conduce la p — ¢ < 0, deci contradictie si demonstratia este incheiata. U
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