Problema 4, Clasa a X-a
Etapa 3, Editia a Xlll-a
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( SOLUTIE )

Problema 4

Fie f : R — R o functie marginita cu proprietatea ca exista a € R*
astfel incat f(z+a)+ f(r—a) = 2f(z), pentru orice x € R. Demonstrati
ca functia f este periodica.

Kok

Solutie. Cum f este marginita, deducem ca exista M > 0 astfel incat
|f(z)] < M, pentru orice z € R.

Daca notam A(x) = f(x + a) — f(x), egalitatea din enunt se scrie
A(x) = A(z — a), pentru orice # € R. Inlocuind z cu z + a, obtinem
A(x 4+ a) = A(x), iar apoi demonstram inductiv ca A(z + ka) = A(x),

pentru orice x € R si orice k € N*. Rezulta:
flz+ka)— flx+ (k—1)a) = Az + (k — 1)a) = A(x). (1)
Pentru orice x € R gi pentru orice n € N*, adunam membru cu
membru egalitatile obtinute din (1) pentru £ = 1,2,...,n gi obtinem
f(z+mna)— f(z) =n-A(x).
Rezulta ca n- |A(x)| = |f(x +na) — f(z)| < 2M, pentru orice numar
natural nenul n. Deoarece multimea numerelor naturale nu este marginita

superior, rezulta A(x) = 0, adica f(z + a) = f(z), pentru orice x € R.

Aadar, functia f este periodica cu perioada a.
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