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Etapa 6
Clasa a IX-a

Problema 4. Determinati functiile f : R — R cu proprietatea

f(x+y)+yfly—a) = (=) + )

pentru orice z,y € R.
* Ak

Solutie. Punem x = y = 0 si obtinem f(0) = 0. Pentru y = 0 obtinem
0, dacaze A
z, dacizeR\A
unde A C R. Evident 0 € A. Urmeaza sa determinam multimile A.

Pentru z = y obtinem yf(2y) = 2f?(y),Yy € R, iar pentru z = —y
obtinem yf(2y) = f*(—y) + f*(y), Yy € R. Rezultd f*(—y) = f*(y),Vy € R.

Inlocuind z cu —z in relatia din enunt si folosind relatia precedents,
obtinem —zf(y — z) +yf(z +vy) = f2(z) + f?(y),Vo,y € R. Multiplicim
aceasta egalitate cu y si relatia din enunt cu x, apoi le adunam membru cu
membru. Obtinem (22 +y?)f(x +y) = (z +y) (f2(z) + f2(y)),Va,y € R, (1).

Daca A = {0}, rezulta f(z) = z,Vx € R si aceasta functie convine.

Dacd A # {0}, atunci existd a # 0 astfel incat f(a) = 0. In relatia (1)
punem y = a — x si obtinem a(f?(z) + f?(a — z)) = 0,Vax € R. Deoarece
a # 0, rezultd f2(z)+ f?(a—x) = 0,Yx € R, deci f(x) = 0,Vx € R si aceasta
functie convine.

In concluzie, functiile ciutate sunt f; : R — R, fi(z) = 0,V € R si
fo:R=R, fo(z) =2x,Vr € R.

f(z)(z— f(x)) =0,V € R, iar de aici rezultd f(z) = {



