
Soluţia problemei 4, Clasa a X-a
Etapa 7, Ediţia a XV-a

Problema 4. Fie p prim, p > 2. Demonstraţi că p2 |
(
Ckp

np − Ck
n

)
,

pentru orice numere naturale n şi k, cu k ⩽ n.

* * *

Soluţie. Pentru k ∈ {0, n}, evident că p2 | 0. Pentru k = 1, n − 1,
considerăm dezvoltarea:

(1 + x)np = (1 + x)p · (1 + x)p · . . . · (1 + x)p︸ ︷︷ ︸
n factori

(1)

Deoarece Ckp
np este coeficientul lui xkp din (1 + x)kp, din (1) deducem:

Ckp
np =

∑
k1+k2+...+kn=kp

Ck1
p · Ck2

p · . . . · Ckn
p (2)

Cum k1, k2, . . . kn ∈ {0, 1, . . . , p}, iar k1 + k2 + . . . + kn = kp, rezultă că cel
puţin k dintre numerele k1, k2, . . . kn sunt nenule.
Dacă exact k dintre numerele k1, k2, . . . kn sunt nenule, atunci acestea sunt
egale cu p, iar ceilalţi termeni ai sumei k1 + k2 + . . . + kn sunt egali cu 0.
Deoarece există exact Ck

n astfel de situaţii, obţinem:

Ckp
np − Ck

n =
∑

k1+k2+...+kn=kp

∃ i=1,n, 0<ki<p

Ck1
p · Ck2

p · . . . · Ckn
p . (3)

Dacă k1 + k2 + . . . + kn = kp şi există i = 1, n, astfel încât 0 < ki < p,
atunci nu se poate ca toţi ceilalţi termeni ai sumei să fie egali cu p, deci există
kj ̸= ki, astfel încât 0 < kj < p.

Avem Cki
p = p

ki
· Cki−1

p−1 , şi cum (ki, p) = 1, rezultă că ki | Cki−1
p−1 , deci

p | Cki
p . Analog deducem că p | C

kj
p , deci p2 |

(
Ckp

np − Ck
n

)
.
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