Problema 3, Clasa a IX-a
Etapa 5, Editia a XllI-a

V| ItO I'I 0 I l m p lCl [ I‘O Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro

C SOLUTIE )

Enunt: Fie p un numar natural prim impar. Pentru orice n € N* notam s(n) ca fiind cel mai
mic numar natural nenul m pentru care mn — 1 se diwvide cu p. De exemplu, in cazul p =7 avem
s(2) =4 sau s (5) = 3.

Consideram functia f : {1,2,3,....,p— 1} — N* definita prin f(xr) = x + s(x), pentru orice
r € {1,2,3,...,p— 1}. Determinati numarul de elemente al multimii Im f.

Solutie. Vom demonstra ca rezultatul este 2= 2 . Pentru inceput sa remarcam ca s( ) < p, pentru
orice z € {1,2,3,...,p— 1}. Apoi, dacd s (a) = b atunci s (b) = a, de unde f( )= f(s(z)).Pede
altd parte z = s (x) conduce la 22 — 1 divizibil cu p adicd z = 1 sau x = p — 1. Atunci f (1) = 2 si
f(p—1)=2p—2. Deducem ca 2 < f (x) < 2p — 2. pentru orice x € {2, D — 2}

Fie z,y astfel incat f(z) = f(y). Atunci z + s(z) = y + s(y) . Demonstram cd = = y sau
x=s(y). Avem (z—y)(z—s(y) = 2° —as(y) —zy +ys(y) = 2> —2(y+s(y) + ys(y)
=22 —z(z+s(@)+ys(y) =ys(y) —as(z) = (ys(y) — 1) — (zs (x) — 1) care este divizibil cu p.
Atunci p divide z — y sau x — s (y) ceea conduce la x =y sau z = s (y) .

In aceste conditii Printre numerele f(2), f(3),..., f (p —2) sunt exact 2> numere diferite.

Numarul total de elemte din Im f este 2= S 4l141= pTl. O

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro



