
Etapa 1, Problema 4

Fie S un punct pe diametrul BC al unui semicerc. Perpendiculara în S pe
BC intersecteaz  semicercul în A, iar cercurile înscrise în triunghiurile curbilinii
ABS ³i ACS sunt tangente la BC în M , respectiv N . Demonstraµi c  m sura
unghiului ≮ MAN nu depinde de poziµia punctului S pe BC .

C t lin Calistru, Gazeta Matematic  3/2010

Soluµie (Beatrice Cicorta³, Oradea).
Not m cu P, respectiv Q, punctele de contact dintre cercul înscris în tri-

unghiul curbiliniu ABS (de centru I ³i raz  r) ³i semicercul iniµial (de centru
O ³i raz  R), respectiv AS. Evident, punctele O, I ³i P sunt coliniare (atât
IP, cât ³i OP, sunt perpendiculare pe tangenta comun  a celor dou  cercuri în
punctul P), IQ‖BC, iar PI

PO = r
R = IQ

OC ; rezult  de aici c  ³i punctele P, Q, C
sunt coliniare. Din puterea punctului P faµ  de cercul de centru I, obµinem c 
CM2 = CQ · CP.

Observ m c  ≮ APC ≡≮ ABC (= 1
2

_

AC), ≮ SAC ≡≮ ABC (= 90◦− ≮ C),
prin urmare ≮ APC ≡≮ SAC. Deducem c  4ACP ∼ 4QCA (U.U.), de unde
AC2 = CQ · CP. Astfel, CM2 = AC2, adic  triunghiul AMC este isoscel, cu
≮ MAC ≡≮ AMC. Analog se arat  c  ≮ NAB ≡≮ ANB. Avem:

≮ MAN =≮ BAN− ≮ BAM =≮ BAN − (90◦− ≮ MAC) =

=≮ BNA− (90◦− ≮ CMA) = (180◦− ≮ MAN)− 90◦ = 90◦− ≮ MAN,

a³adar 2 ≮ MAN = 90◦, deci ≮ MAN = 45◦, prin urmare m sura unghiului
≮ MAN nu depinde de poziµia punctului S pe BC.

Soluµie alternativ  (�tefana �erban, Reghin ³i Oana Ciocioman, Tim-
i³oara).

Transform m con�guraµia printr-o inversiune de pol A ³i putere k = AS.
Punctul S este invariant.

Dreapta d = BC, care este perpendicular  pe AS ³i nu conµine polul inver-
siunii, se va transforma în cercul d′ de diametru AS.

Cercul ω care trece prin punctele A, B ³i C, deci conµine polul inversiunii,
se va trasforma în diametrul ω′ al cercului d′.

Cercurile ω1 ³i ω2 înscrise în triunghiurile curbilinii ABS ³i ACS se vor
transforma în cercurile ω′1, respectiv ω′2, tangente la B′C ′, AS ³i, respectiv, la

arcele
_

B′S ³i
_

C ′S, unde B′ ³i C ′ sunt punctele de intersecµie dintre d′ ³i ω′.

Transformatele M ′ ³i N ′ ale punctelor M ³i N vor � mijloacele arcelor
_

B′S,

respectiv
_

C ′S din cercul d′. În aceste condiµii,

≮ M ′AN ′ =
1
2
·

_

M ′N ′ =
1
4
·

_

B′C ′ =
1
4
· 180◦ = 45◦.

Cum inversiunea este transformare conform  (p straz  unghiurile), rezult 
c  m sura unghiului ≮ MAN este de 45◦, deci nu depinde de poziµia punctului
S pe BC.
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Soluµie alternativ  (Radu Miron, Ia³i ³i Ciprian �tirbu, Bac u).
P str m notaµiile de la prima soluµie; �e înc  x = CS, a = BC, b = AC,

c = AB ³i vom presupune, f r  a restrânge generalitatea, c  x < a
2 . Avem:

OI = R− r = a
2 − r, OM = SM − SO = r − (a

2 − x) = r + x− a
2 .

Cu teorema lui Pitagora în triunghiul OMI obµinem c  OM2 + IM2 = OI2.
Dup  calcule, g sim c  r este soluµie a ecuaµiei

r + 2x · r + (x2 − ax) = 0,

cu singura soluµie pozitiv  r =
√

ax− x.
Din teorema catetei aplicat  în truinghiul ABC rezult  c 

√
ax = b, a³adar

r = b− x. Astfel, SM = b− x, MB = BC − CS − SM = a− b, prin urmare

SM

MB
=

b− x

a− b
=

b− b2

a

a− b
=

b

a
=

bc
a

c
=

AS

AB
.

Reciproca teoremei bisectoarei în triunghiul ABS arat  c  AM este bisec-
toarea unghiului ≮ SAB. Analog se arat  c  AN este bisectoarea unghiului
≮ SAC, deci

≮ MAN =≮ MAS+ ≮ NAS =
1
2
(≮ BAS+ ≮ CAS) =

1
2
· 90◦ = 45◦,

adic  m sura unghiului ≮ MAN nu depinde de poziµia punctului S pe BC.
Comentarii.

Folosind oarecum aceea³i idee, rezolv  problema Marius Bocanu, Bu-
cure³ti.

În rest, soluµiile primite sunt calculatorii, concurenµii nesesizând propri-
et µile geometrice ale con�guraµiei; în majoritatea cazurilor, desf ³urarea de
forµe este colosal ! Rezolv ri în care calculele sunt ceva mai bine �aranjate�
au dat Vladimir Cucu, Chi³in u, Marta Ungureanu, Craiova, Octavian
Ro³u, Ploie³ti, Andi Brojbeanu, Târgovi³te ³i Alexandru Maican, Bu-
cure³ti (care a mai schiµat ³i o a doua soluµie, folosind inversiunea).
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