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ViitoriOlimpici.ro Problema 4
Etapa 5

Clasa a IX-a

Problema 4. a) Demonstrati ca un cub poate fi impartit in n cuburi
pentru orice n > 58.

b) Fiind dat un cub, aratati ca el nu poate fi umplut cu n cuburi oricare
doua neegale (n > 2).
Kok

Solutie. a) Orice cub poate fi impartit in 8 cuburi egale, ducand prin
mijloacele muchiilor sale plane paralele cu fetele cubului. In mod analog,
daca Tmpartim muchiile cubului in céate trei segmente egale si ducem prin
aceste puncte plane paralele cu fetele cubului, vom partitiona cubul in 27 de
cuburi egale. Similar obtinem partitionarea cubului in 64 de cuburi egale.

Daca avem un cub impartit in n cuburi, atunci alegem unul dintre
cuburile mici gi 1l impéartim in 8 cuburi. Atunci cubul initial va fi partitionat
in n—1+8 = n+7 cuburi. Altfel spus, daca are loc impartirea pentru n, atunci
are loc gi pentru n + 7. Va fi suficient sa aratam pentru n € {58,59,...,64}.

Pentru n = 58 impartim intai cubul in 27 de cuburi egale, apoi 8 dintre
ele le unim ntr-un singur cub. Dintre cuburile mici ramase, alegem doua gi
le Tmpéartim in cate 27 de cuburi fiecare, apoi in fiecare din ele unim cate 8
cuburi. Vom avea deci: (27 —7) +2-26 —2 -7 = 58 de cuburi in partitie.

Pentru n = 59 Tmpartim intadi cubul in 64 de cuburi egale, apoi 27
dintre ele le unim intr-un singur cub, iar din cele ramase trei le impartim in
cate 8 cuburi egale. Obtinem o partitie cu 64 — 26 + 3 - 7 = 59 de cuburi.

Pentru n = 60 Tmpartim cubul in 27 de cuburi egale. Doua dintre
acestea le partitionam in 8 gi respectiv in 27 de cuburi egale. Obtinem o
partitie cu 27 + 26 4+ 7 = 60 de cuburi.

Pentru n = 61 Tmpartim cubul in 27 de cuburi egale gi continuam astfel:

Patru dintre cuburile care genereaza un patrat
pe una dintre fetele cubului initial le Impartim
in céte 27 de cuburi egale fiecare. Obtinem trei
"felii" a cate 9-4 = 36 de cuburi fiecare. Cuburile
care formeaza doua dintre aceste felii le unim
cate 8 gi obtinem 2 -36 : 8 = 9 cuburi (vezi
figura). Din celelalte 27 — 4 = 23 de cuburi de
la Impartirea initiald mai putem uni 8 cuburi
pentru a forma un singur cub gi obtinem 1n final
o partitie cu 2744 -26 — 10 -7 = 61 de cuburi.

Pentru n = 62 Impartim cubul in 27 de cuburi egale si cinci dintre
aceste cuburi le impartim in cate 8 cuburi egale. Obtinem astfel o partitie
cu 27+ 5.7 =62 de cuburi.
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Pentru n = 63 realizam o impartire similara
cazului n = 61 (vezi figura alaturata), si anume:
63=274+3-26—-6-T1.

Pentru n = 64 putem Tmparti cubul in 64 de
cuburi egale (64 = 43).

In acest moment, inductia matematicd cu pasul
7 (adica P(n) = P(n+T7)) incheie demonstratia.

b) Presupunem ca poate fi facuta o astfel de umplere. Alegem cel mai
mic cub, notat Cy, dintre cele care apar pe fete. Observam ca el apare pe
o singura fatd Fy a cubului initial. In continuare, alegem cel mai mic cub,
notat Cq, care se sprijina pe fata F1 a lui Cy, opusa fetei JFy. Datorita alegerii
lui Cy, el este "inconjurat" de cuburi mai mari, prin urmare C; are o fata strict
inclusa in JF7, adica C; este mai mic decét Cy.

Facand consideratii analoage, vom ajunge in cele din urma pe o alta

fata a cubului mare, cu un cub C, strict mai mic decat Cy. Contradictie.



